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R E S U M E N  
E l  o b j e t i v o  d e l  t r a b a j o  e s  d e m o s t r a r  q u e  u n a  
m i s m a  e c u a c i ó n  e n  d e r i v a d a s  p a r c i a l e s  p a r a b ó l i c a  
p u e d e  e n g e n d r a r  ( d e p e n d i e n d o  d e  c o n d i c i o n e s  d e  
f r o n t e r a  a p r o p i a d a s )  d o s  t i p o s  d i f e r e n t e s  d e  e s t r u c -
t u r a s  c o n t r a s t a d a s  c o n  l a  d i n á m i c a  m e t a e s t a b l e :  l a  
o n d a  c a s i - e s t a c i o n a r i a  s e r á  u n  f r e n t e  o  u n  i m p u l s o  
. . .  d e s p a c i o s a m e n t e  v i a j e r o .  P a r a  t a l  e f e c t o ,  s e  c o n -
s i d e r a  u n a  e c u a c i ó n  d e  e v o l u c i ó n  p a r t i c u l a r ,  c o n  u n  
t é r m i n o  d e  r e a c c i ó n  p o l i n o m i a l  d e  q u i n t o  g r a d o  q u e  
a p o r t a  b i e s t a b i l i d a d ,  y  u n  t é r m i n o  d e  d i f u s i ó n  m u l -
t i p l i c a d o  p o r  u n  p a r á m e t r o  p e q u e ñ o  a l  c u a d r a d o .  
D i c h o  p a r á m e t r o  i n d i c a  e l  o r d e n  d e  m a g n i t u d  p a r a  
l a  a n c h u r a  d e  l a  e s t r u c t u r a  c o n t r a s t a d a .  S e  u s a  
l a  m e t o d o l o g í a  d e  l a s  p e r t u r b a c i o n e s  s i n g u l a r e s ,  i n -
t r o d u c i e n d o  u n a  c o o r d e n a d a  e s p a c i a l  m ó v i l ,  c e n -
t r a d a  e n  l a  e s t r u c t u r a  c o n t r a s t a d a ,  y  a m p l i f i c a d a  
c o m o  c o r r e s p o n d e  a  l a  " v a r i a b l e  i n t e r i o r "  e n  d i c h a  
m e t o d o l o g í a .  L o s  r e s u l t a d o s  s o n  u n a s  e x p r e s i o n e s  
e x p l í c i t a s  p a r a  l a  e s t r u c t u r a  a s i n t ó t i c a  d e  l o s  p e r -
f i l e s ,  a s í  c o m o  l a  d e t e r m i n a c i ó n  d e  l a  v e l o c i d a d  e x -
p o n e n c i a l m e n t e  p e q u e ñ a  d e  l a s  o n d a s  m e t a e s t a b l e s .  
P A L A B R A S  C L A V E S :  M e t a e s t a b i l i d a d ,  
O n d a  v i a j e r a ,  P e r t u r b a c i o n e s  s i n g u l a r e s .  
A B S T R A C T  
T h e  a i m  o f  t h i s  w o r k  i s  t o  s h q w  t h a t  t h e  s a m e  
p a r a b o l i c  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  c a n  g e n e r a t e  
*  D e p a r t a m e n t o  d e  M a t e m á t i c a s ,  E s c u e l a  d e  C i e n c i a s ,  U n i v e r s i d a d  d e  
O r i e n t e .  C u m a n á .  V e n e z u e l a .  
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(  d e p e n d i n g  u  p o n  a p p r o p r i a t e  b o u n c l a r y  c o n d i t i o n s )  
t w o  d i f f e r e n t  k i n c l s  o f  c o n t r a s t  s t r u c t u r e s  w i t h  
m e t a s t a b l e  d y n a m i c s :  T h e  q u a s i - s t a t i o n a r y  w a v e  
w i l l  b e  a  f r o n t  o r  a  p u l s e  . . .  t r a v e l i n g  s l u g g i s h l y .  
F o r  t h a t  p u r p o s e ,  w e  c o n s i d e r  a  p a r t i c u l a r  e v o l u -
t i o n  e q u a t i o n ,  w i t h  a  f i f t h  d e g r e e  p o l y n o m i a l  r e a c -
t i o n  t e r m  t h a t  s u p p l i e s  b i s t a b i l i t y ,  a n d  a  d i f f u s i o n  
t e r m  m u l t i p l i e d  b y  t h e  s q u a r e  o f  a  s m a l l  p a r a m e t e r .  
T h a t  p a r a m e t e r  i n d i c a t e s  t h e  o r c l e r  o f  m a g n i t u d e  
f o r  t h e  w i c l t h  o f  t h e  c o n t r a s t  s t r u c t u r e .  W e  u s e  s i n -
g u l a r  p e r t u r b a t i o n  m e t h o d s  a n d  i n t r o d u c e  a  m o b i l e  
s p a t i a l  c o o r c l i n a t e ,  c e n t e r e d  a t  t h e  c o n t r a s t  s t r u c -
t u r e ,  a n c l  s t r e t c h e d  a s  u s u a l  f o r  t h e  i n n e r  v a r i a b l e .  
W e  o b t a i n  e x p l i c i t  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  a s y m p t o t i c  
s t r u c t u r e  o f  t  h e  p r o f i l e s ,  a n d  d e t e r m i n e  t h e  e x p o -
n e n t i a l l y  s m a l l  s p e e d  o f  t h e  m e t a s t a b l e  w a v e s .  
K E Y  W O R D S :  M e t a s t a b i l i t y ,  S i n g u l a r  p e r -
t u r b a t i o n s ,  T r a v e l i n g  w a v e s .  
I N T R O D U C C I Ó N  
L a s  e c u a c i o n e s  d e  r e a c c i ó n  y  d i f u s i ó n  s e  u s a n  e x -
t e n s i v a m e n t e  p a r a  m o d e l a r  c i e r t o s  f e n ó m e n o s  a p l i -
c a d o s ,  p o r  e j e m p l o  e n  e l  c a m p o  d e  l a  B i o l o g í a  
M a t e m á t i c a  ( O k u b o ,  1 9 8 0 ) ,  ( B r i t t o n ,  1 9 8 6 ) ,  ( M u r -
r a y ,  1 9 8 9 ) ,  ( G r i n d r o d ,  1 9 9 1 ) .  E n  e s t e  t r a b a j o ,  c o n -
s i d e r a m o s  l a  e c u a c i ó n  n o  l i n e a l  p a r t i c u l a r  
U t  =  D u x x  +  u
5  
- 4 u
3  
+  3 u ,  ( 1 )  
t  >  O ,  q u e  e s t u d i a m o s  e n  e l  i n t e r v a l o  r e a l  f i n i t o  
- L  : : : ;  x  : : : ;  L ,  d o n d e  l a  d i f u s i v i d a d  D  y  e l  r a d i o  
L  s o n  n ú m e r o s  p o s i t i v o s  y  e l  t i e m p o  t  y a  n o  t i e n e  
d i m e n s i ó n .  U n a  e c u a c i ó n ,  p a r e c i d a  a  ( 1 )  p e r o  c o n  
u n  t é r m i n o  d e  r e a c c i ó n  c ú b i c o ,  s i r v e  p a r a  m o d e l a r  
l a  t r a n s i c i ó n  e n t r e  l a s  f a s e s  l í q u i d a  y  s ó l i d a ,  y  e s t á  
e s t u d i a d a  e n  L a f o r g u e  ( 1 9 9 6 ) .  S u p o n e m o s  q u e ,  e n  
p e r í o d o s  d e  t i e m p o  d e  o r d e n  u n o ,  e l  f e n ó m e n o  d i f u -
s i v o  t i e n e  a l c a n c e  c o r t o  c o n  r e s p e c t o  a  l a  e x t e n s i ó n  
d e l  d o m i n i o  e l e  e s t u d i o ,  y  a s í  e l  p a r á m e t r o  p o s i t i v o  
E  : =  V f 5  /  L  e s  p e q u e ñ o .  U s a n d o  a  p a r t i r  d e  a h o r a  
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la variable sin dimensión y := xj L, tenemos 
2 5 4 3 3 Ut = E: Uyy +U - U + U, (2) 
t > o, IYI :::; 1, o < E: « l. 
(Se recomienda consultar Lin & Segel (1988) acerca 
de la conveniencia de hacer desaparecer las dimen-
siones.) La ecuación en derivadas parciales (2) es 
una perturbación singular (O'Malley, 1991) de la 
ecuación diferencial ordinaria 
t >o, (3) 
la cual es biestable, los dos atractores siendo los 
puntos de reposo u= ±1, separados por el repulsor 
u = O. En consecuencia, si asociamos a la ecuación 
de evolución (2) una condición inicial suave que sa-
tisfaga 
u(y,O) E (-1,0) si y< Yo 
y 
u(y,O) E (0, 1) si y> Yo 
donde Yo E ( -1, 1) es un punto fijo dado, entonces 
(Fife & Hsiao, 1988) la solución asume rápidamente 
la estructura contrastada de un frente ubicado en 
Y0 , transición abrupta entre dos regiones donde 
reinan los estados casi constantes u :::::- ± 1 respecti-
vamente. Esta solución sólo es provisional, porque 
la existencia de una zona diminuta donde la función 
presenta un contraste importante implica que ahí el 
término de difusión s2uyy puede no ser desprecia-
ble. Sin embargo, si usamos la coordenada espacial 
amplificadora 
y- Yo 
z := ---, 
E: 
(4) 
cuyos valores extremos (±1- Y0 )/t: tienden a ±oo 
cuando E: -+ o+, y consideramos el problema esta-
cionario en el dominio infinito (z E IR) 
{
- -
5 4- 3 3-- o ~zz +U - U +_ U - , 
u( -oo) = -1, u(oo) = 1, 
obtenemos la familia de soluciones monótonas 
_ ( ) ( ) 2 sh ( z - z0 ) 
u z =U z- zo := --;==~=~~= 
J4ch2 (z-zo)-1 
(5) 
(6) 
que representan un frente ubicado en z = z0 , donde 
z0 E IR es arbitrario (invarianza por traslación 
para la ecuación autónoma en (5)). Este resultado 
pronostica una posible "estabilidad" para la estruc-
tura de transición, el efecto difusivo pudiendo limi-
tarse a una traslación lenta sin cambio morfológico 
notable. 
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En el plano de fase asociado a la ecuación dife-
rencial de (5), la curva de nivel energético definida 
por 
ü; = ~(4- ü 2)(1- ü 2 ) 2 
está compuesta de dos órbitas heteroclínicas (la 
recorrida por ü ( z) en ( 6) y la recorrida por - ü ( z)) 
y dos órbitas homoclínicas: Con las condiciones 
ü( ±oo) = 1 se obtiene la familia de soluciones 
ü(z) = tU(z- zo) := 2 ch(z- zo) ' (7) 
J4sh2 (z- zo) + 1 
y con las condiciones opuestas, se recorre la órbita 
simétrica respecto de ü = O. Interpretamos (7) 
como un impulso localizado en z = z0 . 
Estamos interesados en un análisis de dinámica 
metaestable (Ward, 1996), es decir queremos deter-
minar la evolución a largo plazo de una estructura 
contrastada con perfil asintóticamente dado por (6) 
ó (7), cuando dicha estructura se conserve pero se 
desplazca casi imperceptiblemente. Para enfocar 
este fenómeno de metaestabilidad, asociamos a la 
ecuación de evolución (2) las condiciones 
donde 
u( -1, t) = - 1, u(1 , t) = 1, 
u(y, O)"' U((y- Yo) /t:) 
( 2 ) -1/2 U(z) := 2shz 4ch z -1 
(8) 
para modelar un frente viajero pero casi esta-
cionario, o las condiciones 
donde 
u( -1, t) = 1, u(1, t) = 1, 
u(y, O),.... U((y- Y0 )/t:) 
( 2 ) - 1/2 U(z) := 2chz 4sh z + 1 
(9) 
para modelar un impulso viajero pero casi 
estacionario. Específicamente, describiremos el 
movimiento de la estructura contrastada mediante 
la ley de desplazamiento de su posición . Definimos 
en forma precisa la posición de la estructura como 
la locación Y ( t) donde 
u (Y(t), t) =O para un frente, 
uy(Y(t), t) =O para un impulso. 
En particular, inicialmente se tiene Y(O) 
ambos casos. 
(10) 
Yo en 
J a c q u e s  L a f o r g u e  
E V O L U C I Ó N  M E T A E S T A B L E  
D e f i n a m o s  l a  c o o r d e n a d a  e s p a c i a l  m ó v i l  
r ¡  : =  Y - Y ( t )  
é  )  
( 1 1 )  
l a  c u a l  a c t ú a  c o m o  u n a  l u p a  f o c a l i z a d a  e n  l a  e s -
t r u c t u r a  c o n t r a s t a d a .  E l  d o m i n i o  a m p l i a d o  e s  e l  
i n t e r v a l o  (  r ¡ _ ,  r ¡ + ) ,  c u y o s  e x t r e m o s  
r ¡ _  : =  - ( 1  T  Y ( t ) ) / é  < o  
r ¡ +  : =  ( 1 - Y ( t ) ) / é  > O  
( 1 2 )  
s o n  a m b o s  d e  o r d e n  0 ( 1 / é ) ,  m i e n t r a s  l a  e s t r u c -
t u r a  c o n t r a s t a d a  n o  a l c a n c e  u n a  d e  l a s  f r o n t e r a s .  
E s c r i b i m o s  l a  s o l u c i ó n  d e l  p r o b l e m a  ( 2 ) - ( 8 )  o  d e l  
p r o b l e m a  ( 2 ) - ( 9 )  e n  l a  f o r m a  
u ( y ,  t )  =  U ( r ¡ )  +  V ( r ¡ ,  t ) ,  ( 1 3 )  
d o n d e  U  e s  e l  p e r f i l  d e f i n i d o  e n  ( 6 )  o  e r r  ( 7 )  r e s -
p e c t i v a m e n t e ,  y  v a m o s  a  d e t e r m i n a r  l a  v e l o c i d a d  
d Y j d t  d e  l a  e s t r u c t u r a  d e  m a n e r a  t a l  q u e  V ( r ¡ ,  t )  
p e r m a n e z c a  a s i n t ó t i c a m e n t e  d e s p r e c i a b l e  a  l o  l a r g o  
d e l  t i e m p o .  S e r á  p u e s  s u f i c i e n t e  o b t e n e r  l a  a p r o -
x i m a c i ó n  d e  V  q u e  s a t i s f a c e  e n  e l  d o m i n i o  f i n i t o  
r ¡ _  : : : ;  r ¡  : : : ;  r ¡ +  l a  e c u a c i ó n  l i n e a l  
(  
4  
2  
)  
1  
_  1  d Y  
V
1 1 1 1  
+  5 U  - 1 2 U  + 3  ~ - - - - U
1 1
,  
é  d t  
y  l a s  c o n d i c i o n e s  
V ( r ¡ _ ,  t )  =  - 1 - U ( r ¡ _ ,  t ) ,  
V ( O ,  t )  = O ,  
V  (  r ¡ + ,  t )  =  1  - U  (  r ¡ + ,  t )  
s i  s e  t r a t a  d e  u n  f r e n t e ,  o  
V ( r ¡ _ , t )  =  1 - U ( r ¡ _ , t ) ,  
V
1 1
( 0 ,  t )  = O ,  
V ( r ¡ + ,  t )  =  1 - U ( r ¡ + ,  t )  
( 1 4 )  
( 1 5 )  
( 1 6 )  
s i  s e  t r a t a  d e .  u n  i m p u l s o .  P a r a  o b t e n e r  ( 1 4 ) ,  s e  
h a  d e s p r e c i a d o  V t  p u e s t o  q u e  e l  m o { ' i m i e n t o  s e  a n -
t i c i p a  m u y  l e n t o ,  e  i p s o  f a c t o  ( 1 4 )  p u e d e  c o n s i d e -
r a r s e  c o m o  u n a  e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  o r d i n a r i a  d e  l a  
v a r i a b l e  i n d e p e n d i e n t e  r ¡ ,  d o n d e  t  e s t á  p r e s e n t e  s o -
l a m e n t e  e n  c a l i d a d  d e  p a r á m e t r o .  E l  t e n e r  t r e s  
c o n d i c i o n e s  a s o c i a d a s  c o n  ( 1 4 )  p e r m i t i r á ,  a d e m á s  
d e  r e s o l v e r  l a  e c u a c i ó n  d e  s e g u n d o  o r d e n ,  d e t e r m i -
n a r  l a  v e l o c i d a d  d Y  /  d t  d e  l a  e s t r u c t u r a  c o n t r a s t a d a .  
1 6  
E s t e  m é t o d o ,  b a s a d o  e n  l a  v a r i a b l e  i n t e r i o r  ( 1 1 )  d e  
l a  t e o r í a  d e  p e r t u r b a c i o n e s  s i n g u l a r e s ,  e l  a n s a t z  d e  
s o l u c i ó n  ( 1 3 )  y  l a  l i n e a l i z a c i ó n  ( 1 4 ) ,  h a  s i d o  p r e v i a -
m e n t e  a p l i c a d o  c o n  é x i t o  a  p r o b l e m a s  d e  c o n v e c c i ó n  
y  d i f u s i ó n  o  d e  r e a c c i ó n  y  d i f u s i ó n ,  s ó l o  p a r a  f r e n t e s  
m e t a e s t a b l e s  ( L a f o r g u e  &  O ' M a l l e y ,  1 9 9 4 ,  1 9 9 5  a ,  
1 9 9 5  b ) .  
E l  o p e r a d o r  d e  l a  p a r t e  h o m o g é n e a  d e  ( 1 4 )  r e -
s u l t a  d e  l a  l i n e a l i z a c i ó n  d e  l a  e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  
e n  ( 5 )  r e s p e c t o  d e  s u  s o l u c i ó n  U ,  p o r  l o  t a n t o  l a  
d e r i v a d a  U z  =  U
1 1  
g e n e r a  u n a  d i m e n s i ó n  d e l  n ú c l e o  
d e  d i c h o  o p e r a d o r  y  e l  m é t o d o  d e  r e d u c c i ó n  d e l  o r -
d e n  i n s t i g a  e l  c a m b i o  d e  f u n c i ó n  i n c ó g n i t a  
d o n d e  
V  (  r ¡ ,  t )  =  U ,
1  
(  r ¡ )  W  (  r ¡ ,  t ) ,  
¡  
6 c h r ¡  
1 2  
( 4  c h 2 r ¡ - 1 ) 3  
U
1 1
( r ¡ )  =  ~hr¡ 
(  4  s h " r ¡ + l ) J / 2  
p a r a  u n  
f r e n t e ,  
p a r a  u n  
i m p u l s o .  
A s í  W
1 1  
s a t i s f a c e  
L u e g o  
1 d Y  
U
1 1
W
1 1 1 1  
+ 2 U
1 1 1 1
W
1 1  
=  - - - d  U
1 1
•  
é  t  
2  
1  d Y  ¡
1 1  
2  
_  _  
U
1 1
W
1 1
= K - - - d  U
1 1
( r ¡ ) d r ¡ ,  
é  t  o  
( 1 7 )  
( 1 8 )  
( 1 9 )  
( 2 0 )  
d o n d e  K  =  K ( t ;  é )  e s  u n a  c o n s t a n t e  d e  i n t e g r a c i ó n  
y  l a  i n t e g r a l  s e  c a l c u l a  f á c i l m e n t e :  
¡
r ¡  2  )  d - -
U r ¡ ( i j  r ¡ - 1 2 c h r ¡ s h 3 1  
O  ( 4 s h 2 1 ¡ + 1 )  
p a r a  u n  
f r e n t e ,  
p a r a  u n  
i m p u l s o .  
A h o r a ,  i n t e g r a m o s  ( 2 0 )  t o m a n d o  e n  c u e n t a  l a  
c o n d i c i ó n  q u e  c e n t r a  r ¡  e n  l a  e s t r u c t u r a :  
W ( O ,  t )  = O  p a r a  u n  f r e n t e ,  
l i m  ( U
1 1 1 1  
W  +  U
1 1  
W
1 1
)  =  O  p a r a  u n  i m p u l s o .  
r ¡ - + 0  
R e s u l t a  W ( r ¡ ,  t )  =  
~(16shr¡ch
3
r¡ +  1 2 r ¡ - t h r ¡ )  
- . . L  d Y  s h
2
r ¡  ( 2  c h
2
r ¡  +  1 )  
6 E  d t  
~ ( 1 6  c h r ¡  s h
3
r ¡  +  1 2 r ¡ - c o t h  r ¡ )  
_ . . L d Y  s h
2
r ¡ ( 2 s h
2
r ¡  +  1 )  
6 E  d t  
p a r a  u n  
f r e n t e ,  
p a r a  u n  
i m p u l s o ,  
( 2 1 )  
( 2 2 )  
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y seguidamente 
V (ry, t) [
K 4 6 (1 6 shry eh 77 + 12 77 chry - shry) 
1 dY 2 2 ] 
- ~dtchrysh ry(2ch ry + 1) (23) 
[ 4 ch27]- 1 r3/2 
para un frente, y 
V(ry,t) 
para un impulso. Ahora bien, para tomar en cuenta 
las condiciones de frontera, bastarán estimaciones 
asintóticas en 77± = 0 (1 /E): 
_
2 ( K 1 dY ) V(ry_ t) ~-e '7- - + --
, 12 16E dt 
para ambas estructuras, y 
¡e27J+ (K _ _ 1 dY) 12 16E dt V(ry+, t) ~ -e27J+ (K _ _ 1_dY) 12 16E dt para un frente, para un 
impulso. 
(25) 
(26) 
Por otro lado, la evaluación asintótica de las condi-
ciones de frontera en (15) y (16) conduce a imponer 
(27) 
para ambas estructuras, y 
para un frente, 
(28) 
para un impulso. 
Luego se obtiene el mismo sistema algebraico para 
ambas estructuras contrastadas: 
{
K+ _1_dY ~ ª-é7J-
12 16E dt 2 
K __ 1_ dY ~ ª-e -4'7+ 
12 16E dt 2 ' 
(29) 
y por lo tanto la misma velocidad exponencialmente 
pequeña 
17 
o equivalentemente 
- ~ -24Ee- sh -dY 4 /E (4Y ) 
dt E (31) 
Esta ley de movimiento nos revela una progresión 
monótona de la estructura contrastada desde la ubi-
cación inicial Yo hasta la posición central de equi-
librio Y ( oo) = O, la cual era de esperarse debido 
a la simetría existente en el problema planteado. 
Pero un tiempo exponencialmente largo, de orden 
O (e41E ), se qecesita para que se alcance una vecin-
dad de orden E de dicha posición central. Efectiva-
mente, la solución de (31) es 
Y(t) ~ ~ ln [ 1 + th(2Yo/E) exp( -96te- 41E)] 
4 1- th(2Yo/E) exp( -96te-4/E) (32) 
y al cabo de tiempos exponencialmente largos de 
orden O(é(l -I Yo ll/E ), la estructura contrastada se 
encuentra todavía en una vecindad de orden E de 
su posición inicial. 
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